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A b s t r a c t

I t i s k n o w n [ B H Z 8 7 ] t h a t i f e v e r y l a n g u a g e i n c o N P h a s a c o n s t a n t - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m ,

t h e n t h e p o l y n o m i a l h i e r a r c h y c o l l a p s e s . O n t h e o t h e r h a n d , L u n d e t a l . [ L F K N 9 2 ] h a v e s h o w n t h a t

# SAT , t h e # P- c o m p l e t e f u n c t i o n t h a t o u t p u t s t h e n u m b e r o f s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t s o f a B o o l e a n f o r -

m u l a , c a n b e c o m p u t e d b y a l i n e a r - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o t o c o l . A s a c o n s e q u e n c e , t h e c o N P - c o m p l e t e s e t

SAT h a s a p r o o f s y s t e m w i t h l i n e a r r o u n d s o f i n t e r a c t i o n .

W e s h o w t h a t i f e v e r y s e t i n c o N P h a s a p o l y l o g a r i t h m i c - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o t o c o l t h e n t h e e x p o -

n e n t i a l h i e r a r c h y c o l l a p s e s t o t h e t h i r d l e v e l . I n o r d e r t o p r o v e t h i s , w e o b t a i n a n e x p o n e n t i a l v e r s i o n

o f Y a p ' s r e s u l t [ Y a p 8 3 ] , a n d i m p r o v e u p o n a n e x p o n e n t i a l v e r s i o n o f t h e K a r p - L i p t o n t h e o r e m [ K L 8 0 ] ,

o b t a i n e d � r s t b y B u h r m a n a n d H o m e r [ B H 9 2 ] .

1 I n t r o d u c t i o n

B á b a i [ B á b 8 5 ] a n d B á b a i a n d M o r a n [ B M 8 8 ] i n t r o d u c e d A r t h u r - M e r l i n G a m e s t o s t u d y t h e p o w e r

o f r a n d o m i z a t i o n i n i n t e r a c t i o n . S o o n a f t e r w a r d , G o l d w a s s e r a n d S i p s e r [ G S 8 9 ] s h o w e d t h a t t h e s e

c l a s s e s a r e e q u i v a l e n t i n p o w e r t o I n t e r a c t i v e P r o o f S y s t e m s , i n t r o d u c e d b y G o l d w a s s e r e t a l . [ G M R 8 5 ] .

S t u d y o f i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s a n d A r t h u r - M e r l i n c l a s s e s h a s b e e n e x c e e d i n g l y s u c c e s s f u l [ Z H 8 6 ,

B H Z 8 7 , Z F 8 7 , L F K N 9 2 , S h a 9 2 ] , e v e n t u a l l y l e a d i n g t o t h e d i s c o v e r y o f P r o b a b i l i s t i c a l l y C h e c k a b l e P r o o f s

[ B O G K W 8 8 , L F K N 9 2 , S h a 9 2 , B F L 8 1 , B F L S 9 1 , F G L
+

9 1 , A S 9 2 , A L M
+

9 2 ] .

I n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s a r e s u c c e s s f u l l y p l a c e d r e l a t i v e t o t r a d i t i o n a l c o m p l e x i t y c l a s s e s . I n p a r t i c u l a r ,

i t i s k n o w n t h a t f o r a n y c o n s t a n t k , IP[k] µ ¦ p
2 [ B M 8 8 ] , a n d IP[poly] = PSPACE [ S h a 9 2 ] . H o w e v e r , t h e

r e l a t i o n s h i p b e t w e e n c o N P a n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s i s n o t e n t i r e l y c l e a r . O n t h e o n e h a n d , B o p p a n a ,

H 	a s t a d a n d Z a c h o s [ B H Z 8 7 ] p r o v e d t h a t i f e v e r y s e t i n c o N P h a s a c o n s t a n t - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m ,

t h e n t h e p o l y n o m i a l - t i m e h i e r a r c h y c o l l a p s e s b e l o w t h e s e c o n d l e v e l . O n t h e o t h e r h a n d , t h e b e s t i n t e r a c t i v e

p r o t o c o l f o r a n y l a n g u a g e i n c o N P c o m e s f r o m t h e r e s u l t o f L u n d e t a l . [ L F K N 9 2 ] , w h o s h o w t h a t # SAT ,

a p r o b l e m h a r d f o r t h e e n t i r e p o l y n o m i a l - t i m e h i e r a r c h y [ T o d 9 1 ] , i s a c c e p t e d b y a n i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m

w i t h O(n) r o u n d s o f i n t e r a c t i o n o n a n i n p u t o f l e n g t h n . C a n e v e r y s e t i n c o N P b e a c c e p t e d b y a n i n t e r a c t i v e
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p r o o f s y s t e m w i t h m o r e t h a t c o n s t a n t b u t s u b l i n e a r n u m b e r o f r o u n d s ? A n s w e r i n g t h i s q u e s t i o n h a s b e e n

t h e m o t i v a t i o n f o r t h i s p a p e r .

W e s h o w i n t h i s p a p e r t h a t c o N P c a n n o t h a v e a p o l y l o g a r i t h m i c - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m u n l e s s

t h e e x p o n e n t i a l h i e r a r c h y c o l l a p s e s t o t h e t h i r d l e v e l , i . e . , NEXP § p
2 = coNEXP § p

2 . T h r e e p r i n c i p a l s t e p s

l e a d t o t h e p r o o f o f o u r m a i n r e s u l t , a n d t h e s e r e s u l t s a r e o f i n d e p e n d e n t i n t e r e s t . N o t e t h a t a l t h o u g h w e u s e

A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l s t o o b t a i n o u r r e s u l t s , o u r m a i n t h e o r e m h o l d s f o r i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s a s w e l l

d u e t o t h e r e s u l t o f G o l d w a s s e r a n d S i p s e r [ G S 8 9 ] , w h o s h o w e d t h a t a n i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m w i t h m
r o u n d s c a n b e s i m u l a t e d b y a n 2m + 4- m o v e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l .

² A n A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l w i t h m m o v e s w h e r e b o t h A r t h u r a n d M e r l i n e x c h a n g e a t m o s t l (n) b i t s

a t e v e r y m o v e c a n b e s i m u l a t e d b y a t w o - m o v e A M p r o t o c o l w h e r e A r t h u r m o v e s � r s t a n d u s e s

O(l(n)m¡ 1) r a n d o m b i t s ( T h e o r e m 3 . 1 ) .

² I f L i s a c c e p t e d b y a t w o - m o v e A M p r o t o c o l w h e r e A r t h u r u s e s 2polylog
r a n d o m b i t s , t h e n L b e l o n g s

t o t h e a d v i c e c l a s s NP=2polylog
( L e m m a 3 . 3 ) .

² I f c o N P µ NP=2polylog
( e q u i v a l e n t l y NP µ c o N P =2polylog

) t h e n

NEXP § p
2 = coNEXP § p

2 = Sexp
2 ±PNP

( T h e o r e m 4 . 1 ) :

I n a d d i t i o n t o t h e s e r e s u l t s , w e i m p r o v e u p o n a r e s u l t o f B u h r m a n a n d H o m e r [ B H 9 2 ] , s h o w i n g t h a t i f NP
h a s 2polylog

- s i z e f a m i l y o f c i r c u i t s , t h e n NEXP NP = coNEXP NP = SEXP
2 .

W e n o t e t h a t G o l d r e i c h a n d H 	a s t a d [ G H 9 8 ] a n d G o l d r e i c h , V a d h a n , a n d W i g d e r s o n [ G V W 0 1 ] h a v e

s t u d i e d A r t h u r - M e r l i n g a m e s a n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s w i t h b o u n d e d m e s s a g e c o m p l e x i t y . T h e i r r e s u l t s

a r e i n c o m p a r a b l e t o o u r T h e o r e m 3 . 1 . I n p a r t i c u l a r , o u r s i m u l a t i o n o f a n m- m o v e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l

b y a 2 - m o v e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l a s s u m e s t h a t l , t h e n u m b e r o f m e s s a g e b i t s u s e d i n e v e r y m o v e , i s

p o l y n o m i a l i n t h e l e n g t h o f t h e i n p u t , a n d w e o b t a i n t h a t t h e n u m b e r o f r a n d o m b i t s u s e d b y A r t h u r i n t h e

2 - m o v e p r o t o c o l i s n o t e x p o n e n t i a l i n l . T h i s i s c r u c i a l i n o r d e r t o g e t T h e o r e m 4 . 1 .

2 P r e l i m i n a r i e s

F o r d e � n i t i o n s o f s t a n d a r d c o m p l e x i t y c l a s s e s , w e r e f e r t h e r e a d e r t o H o m e r a n d S e l m a n [ H S 0 1 ] . T h e

e x p o n e n t i a l h i e r a r c h y i s d e � n e d a s f o l l o w s :

EXP = § exp
0 ; NEXP = § exp

1 ; NEXP NP = § exp
2 ;

a n d i n g e n e r a l , f o r k ¸ 0,

§ exp
k+1 = NEXP § p

k :

F o r e v e r y k ¸ 0,

¦ exp
k = f L

¯
¯ L 2 § exp

k g:

W e d e � n e polylog =
S

k> 0 logk n a n d 2polylog =
S

k> 0 2logk n
. L e t C b e a c o m p l e x i t y c l a s s . A s e t

L 2 C=2polylog
i f t h e r e i s a f u n c t i o n s : 1¤ 7! § ¤

, s o m e c o n s t a n t k > 0, a n d a s e t A 2 C s u c h t h a t

1 . F o r e v e r y n , js(1n )j · 2logk n
, a n d

2 . F o r a l l x , x 2 L , (x; s(1jx j)) 2 A . H e r e A i s c a l l e d t h e w i t n e s s l a n g u a g e .
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I t i s e a s y t o s e e t h a t D µ C=2polylog
i f a n d o n l y i f coD µ coC=2polylog

.

B á b a i [ B á b 8 5 ] i n t r o d u c e d A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l , a c o m b i n a t o r i a l g a m e t h a t i s p l a y e d b y A r t h u r , a

p r o b a b i l i s t i c p o l y n o m i a l - t i m e m a c h i n e , a n d M e r l i n , a c o m p u t a t i o n a l l y u n b o u n d e d T u r i n g m a c h i n e . A r t h u r

c a n u s e r a n d o m b i t s , b u t t h e s e b i t s a r e p u b l i c , i . e . , M e r l i n c a n s e e t h e m a n d m o v e a c c o r d i n g l y .

G i v e n a n i n p u t s t r i n g x , M e r l i n t r i e s t o c o n v i n c e A r t h u r t h a t x b e l o n g s t o s o m e l a n g u a g e L . T h e g a m e

c o n s i s t s o f a p r e d e t e r m i n e d � n i t e n u m b e r o f m o v e s w i t h A r t h u r a n d M e r l i n m o v i n g a l t e r n a t e l y . I n e a c h

m o v e A r t h u r ( o r M e r l i n ) p r i n t s a � n i t e s t r i n g o n a r e a d - w r i t e c o m m u n i c a t i o n t a p e . A r t h u r ' s m o v e s d e p e n d

o n h i s r a n d o m b i t s . A f t e r t h e l a s t m o v e , A r t h u r e i t h e r a c c e p t s o r d o e s n o t a c c e p t x .

D e � n i t i o n 2 . 1 ( [ B á b 8 5 , B M 8 8 ] ) F o r a n y m > 0, a l a n g u a g e L i s i n AM [m] ( r e s p e c t i v e l y MA [m]) i f f o r

e v e r y s t r i n g x o f l e n g t h n

² T h e g a m e c o n s i s t s o f m m o v e s

² A r t h u r ( r e s p . , M e r l i n ) m o v e s � r s t

² A f t e r t h e l a s t m o v e , A r t h u r b e h a v e s d e t e r m i n i s t i c a l l y t o e i t h e r a c c e p t o r n o t a c c e p t t h e i n p u t s t r i n g

² I f x 2 L , t h e n t h e r e e x i s t s a s e q u e n c e o f m o v e s b y M e r l i n t h a t l e a d s t o t h e a c c e p t a n c e o f x b y A r t h u r

w i t h p r o b a b i l i t y i s a t l e a s t
3
4

² i f x =2 L t h e n f o r a l l p o s s i b l e m o v e s o f M e r l i n , t h e p r o b a b i l i t y t h a t A r t h u r a c c e p t s x i s l e s s t h a n
1
4 .

B á b a i a n d M o r a n [ B M 8 8 ] s h o w e d t h a t AM [k], w h e r e k > 1 i s s o m e c o n s t a n t , i s t h e s a m e a s AM [2] = AM .

N o t e t h a t MA [2] = MA , AM [1] = BPP , a n d MA [1] = M = NP . B á b a i [ B á b 8 5 ] p r o v e d t h a t MA µ AM .

N o w w e n e e d t o e x t e n d m o d e s t l y t h e n o t i o n o f A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l s . I n t h e f o l l o w i n g l i m i t e d m a n n e r ,

w e c o n s i d e r t h e p o s s i b i l i t y t h a t A r t h u r i s a p r o b a b i l i s i t i c T u r i n g m a c h i n e , b u t n o t n e c e s s a r i l y p o l y n o m i a l -

t i m e - b o u n d e d . L e t f : N 7! N b e s o m e f u n c t i o n . T h e n w e d e � n e t h e c l a s s AM (f ) t o b e t h e c l a s s o f

l a n g u a g e s a c c e p t e d b y p r o t o c o l s i n w h i c h t h e r e a r e o n l y t w o m o v e s , A r t h u r m o v e s � r s t , a n d A r t h u r c a n u s e

a t m o s t f (n) r a n d o m b i t s o n a n i n p u t o f l e n g t h n . I n p a r t i c u l a r , w e w i l l h a v e o c c a s i o n t o c o n s i d e r f t o b e

q u a s i p o l y n o m i a l ; t h a t i s , w e w i l l c o n s i d e r t h e c l a s s AM (2logc n ) , w h e r e c i s a p o s i t i v e c o n s t a n t .

W e n o t e t h e f o l l o w i n g s t a n d a r d p r o p o s i t i o n .

P r o p o s i t i o n 2 . 2 L e t E b e a n e v e n t t h a t o c c u r s w i t h p r o b a b i l i t y a t l e a s t
3
4 . T h e n , f o r a n y p o l y n o m i a l p(¢)

s u c h t h a t p(n) ¸ n , t h e r e i s a c o n s t a n t c s u c h t h a t w i t h i n t
def
= c £ p(n) i n d e p e n d e n t t r i a l s , E o c c u r s f o r

m o r e t h a n
t
2 t i m e s w i t h p r o b a b i l i t y (1 ¡ 1

2p( n ) ) .

W e d e � n e Sexp
2 a s t h e e x p o n e n t i a l v e r s i o n o f t h e S2 o p e r a t o r d e � n e d b y R u s s e l l a n d S u n d a r a m [ R S 9 8 ]

a n d C a n e t t i [ C a n 9 6 ] . A s e t L i s i n Sexp
2 ±C i f t h e r e i s s o m e k > 0 a n d A 2 C s u c h t h a t f o r e v e r y x 2 f 0; 1gn

,

x 2 L =) 9y 8z (x; y; z) 2 A; a n d

x =2 L =) 9z 8y (x; y; z) =2 A;

w h e r e jyj; jzj · 2nk
.

S i m i l a r t o SP
2

def
= S2 ± P, t h e c l a s s Sexp

2 ± C c a n b e t h o u g h t o f a s a g a m e b e t w e e n t w o p r o v e r s a n d a

v e r i � e r . L e t L 2 Sexp
2 ± C. O n a n y i n p u t x o f l e n g t h n , t h e Y e s - p r o v e r a t t e m p t s t o s h o w t h a t x 2 L , a n d t h e

N o - p r o v e r a t t e m p t s t o s h o w t h a t x =2 L . B o t h t h e p r o o f s a r e a t m o s t e x p o n e n t i a l l y l o n g i n jxj . I f x 2 L ,

t h e n t h e r e m u s t b e a p r o o f b y t h e y e s - p r o v e r ( c a l l e d a y e s - p r o o f ) t h a t c o n v i n c e s t h e v e r i � e r t h a t x 2 L n o

m a t t e r w h a t t h e p r o o f p r o v i d e d b y t h e n o - p r o v e r ( c a l l e d a n o - p r o o f ) i s ; s y m m e t r i c a l l y , i f x =2 L , t h e n t h e r e

m u s t e x i s t s o m e n o - p r o o f s u c h t h a t t h e v e r i � e r r e j e c t s x i r r e s p e c t i v e o f t h e y e s - p r o o f . F o r e v e r y i n p u t x ,

3



               

t h e r e i s a y e s - p r o v e r a n d a n o - p r o v e r s u c h t h a t e x a c t l y o n e o f t h e m i s c o r r e c t . T h e v e r i � e r h a s t h e a b i l i t y o f

t h e c l a s s C; f o r e x a m p l e , i f C = P, t h e n t h e v e r i � e r i s a d e t e r m i n i s t i c p o l y n o m i a l - t i m e T u r i n g m a c h i n e , a n d

i f C = PNP
, t h e n t h e v e r i � e r i s a p o l y n o m i a l - t i m e o r a c l e T u r i n g m a c h i n e w i t h S A T a s t h e o r a c l e . I t i s a l s o

e a s y t o s e e t h a t i f C i s c l o s e d u n d e r c o m p l e m e n t , t h e n Sexp
2 ±C i s a l s o c l o s e d u n d e r c o m p l e m e n t .

W e c o n c e n t r a t e o n t h e c l a s s e s SEXP
2

def
= Sexp

2 ± P a n d Sexp
2 ± PNP

. T h e p r o o f s o f R u s s e l l a n d S u n d a r a m

c a n b e e a s i l y m o d i � e d t o s h o w t h e f o l l o w i n g .

P r o p o s i t i o n 2 . 3

1 . SEXP
2 µ NEXP NP \ coNEXP NP

.

2 . NEXP NP [ coNEXP NP µ Sexp
2 ±PNP µ NEXP § P

2 \ coNEXP § P
2 .

P r o o f W e g i v e a s h o r t p r o o f o f t h e s e c o n d i n c l u s i o n o f i t e m ( 2 ) . N o t e t h a t s i n c e Sexp
2 ±PNP

i s c l o s e d u n d e r

c o m p l e m e n t , i t s u f � c e s t o s h o w t h a t Sexp
2 ± PNP

i s a s u b s e t o f NEXP § P
2 . L e t L 2 Sexp

2 ± PNP
; t h e r e f o r e ,

9k > 0; L 0 2 PNP
s u c h t h a t

x 2 L =) 9y 8z (x; y; z) 2 L 0; a n d

x =2 L =) 9z 8y (x; y; z) =2 L 0;

w h e r e jyj; jzj · 2jx jk
. W e d e � n e t h e l a n g u a g e

A = f (x; y; 02j x j k

)
¯
¯ 9z(x; y; z) =2 L 0g:

A i s i n § p
2. W e d e � n e a N E X P m a c h i n e N t h a t d e c i d e s L w i t h A a s a n o r a c l e . O n i n p u t x , N g u e s s e s

y; jyj · 2jx jk
, a n d a c c e p t s x i f a n d o n l y i f (x; y; 02j x j k

) =2 A . I f x 2 L , t h e n f o r t h e c o r r e c t l y g u e s s e d y,

(x; y; z) 2 L 0
f o r e v e r y z; t h e r e f o r e , N a c c e p t s x . O n t h e o t h e r h a n d , i f x =2 L , t h e n t h e r e i s a z s u c h t h a t

f o r e v e r y y, (x; y; z) =2 L 0
, a n d t h e r e f o r e , (x; y; 02j x j k

) 2 A a n d N r e j e c t s x . T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f .

2

3 A r t h u r - M e r l i n G a m e s w i t h P o l y l o g a r i t h m i c M o v e s

I n t h i s s e c t i o n , w e s h o w t h a t l a n g u a g e s a c c e p t e d b y a n A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l w i t h m m o v e s w h e r e A r t h u r

a n d M e r l i n e x c h a n g e a t m o s t l (n) b i t s i n e v e r y m o v e ( o n a n i n p u t o f l e n g t h n) c a n b e a c c e p t e d b y a t w o -

m o v e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l w h e r e A r t h u r m o v e s � r s t a n d u s e s O(l(n)m¡ 1) r a n d o m b i t s . T h i s i m p l i e s t h a t

i f c o N P h a s a p o l y l o g a r i t h m i c - m o v e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l , t h e n c o N P c a n b e a c c e p t e d b y a t w o - m o v e

A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l w h e r e A r t h u r u s e s 2polylog
r a n d o m b i t s . A s a c o n s e q u e n c e , u s i n g L e m m a 3 . 3 , w e

o b t a i n t h a t c o N P c a n b e s o l v e d b y n o n d e t e r m i n i s t i c p o l y n o m i a l - t i m e m a c h i n e s w i t h 2polylog
- l e n g t h a d v i c e .

T h e o r e m 3 . 1 L e t m > 2, a n d l e t L 2 AM [m] w h e r e o n a n i n p u t o f l e n g t h n , A r t h u r a n d M e r l i n e x c h a n g e

m e s s a g e s o f l e n g t h a t m o s t l (n) i n e v e r y m o v e . T h e n t h e r e i s a c o n s t a n t km s u c h t h a t L 2 AM (km l (n)m¡ 1) .

P r o o f W e s h o w t h i s b y i n d u c t i o n o n m . W e a s s u m e t h a t i n a n y m o v e d u r i n g t h e i n t e r a c t i o n , A r t h u r a n d

M e r l i n e x c h a n g e a t m o s t l (n) b i t s . W e w i l l s h o w t h e f o l l o w i n g s t r o n g e r r e s u l t . F o r m > 2, t h e r e i s s o m e

c o n s t a n t km s u c h t h a t

1 . AM [m] µ AM (km l (n)m¡ 1)
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2 . MA [m] µ AM (km l (n)m¡ 1)

O u r p r o o f i s r e m i n i s c e n t o f t h e p r o o f o f MA µ AM . I n o r d e r t o h e l p t h e r e a d e r u n d e r s t a n d t h e p r o o f o f

T h e o r e m 3 . 1 , w e d i g r e s s t o r e c a l l t h a t p r o o f . L e t L 2 MA . T h e r e i s L 0 2 P s o t h a t f o r a n y w 2 f 0; 1gn
,

w 2 L =) 9v Pr
z

[(w; v; z) 2 L 0] ¸
3
4

; a n d

w =2 L =) 8v Pr
z

[(w; v; z) 2 L 0] ·
1
4

;

w h e r e jvj; jzj · l (n) . B y P r o p o s i t i o n 2 . 2 t h e r e e x i s t s s o m e c o n s t a n t c > 0 s u c h t h a t i f A r t h u r r e p e a t s i t s

c o m p u t a t i o n cl(n) t i m e s a n d t a k e s t h e m a j o r i t y v o t e , t h e n i t w i l l g e t a n e r r o r p r o b a b i l i t y o f a t m o s t
1

2l ( n )+3 .

T h e r e f o r e ,

w 2 L =) 9v Pr
z

[(w; v; z) 2 L 0] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
; a n d

w =2 L =) 8v Pr
z

[(w; v; z) 2 L 0] ·
1

2l (n)+3
;

w h e r e jzj · cl(n)2
. N o w w e w a n t t o s w i t c h q u a n t i � e r s , i . e . , A r t h u r s h o u l d m o v e � r s t . W h e n w i s i n L ,

t h e r e i s a t l e a s t o n e v f o r w h i c h 1 ¡ 1
2l ( n )+3 f r a c t i o n o f z r e s u l t i n (w; v; z) 2 L 0

. T h e r e f o r e , f o r 1 ¡ 1
2l ( n )+3

f r a c t i o n o f z, t h e s a m e v w i l l r e s u l t i n a c c e p t a n c e o f w. O n t h e o t h e r h a n d , t h e m a x i m u m n u m b e r o f s t r i n g s

v; jvj · l (n) , p r o v i d e d b y M e r l i n i s 2l (n)+1
. T h e r e f o r e , w h e n w =2 L , t h e f r a c t i o n o f z f o r w h i c h t h e r e e x i s t s

s o m e v w h e r e (w; v; z) 2 L 0
i s a t m o s t

1
2l ( n )+3 £ 2l (n)+1 · 1

4 . H e n c e , w e h a v e t h e f o l l o w i n g :

w 2 L =) Pr
z

[9v (w; v; z) 2 L 0] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
¸

3
4

; a n d

w =2 L =) Pr
z

[9v (w; v; z) 2 L 0] ·
1
4

;

w h e r e jzj · cl(n)2
. T h e r e f o r e , MA µ AM . O b s e r v e t h a t t h e t o t a l n u m b e r o f r a n d o m b i t s r e q u i r e d b y

A r t h u r i s a t m o s t cl(n)2
.

N o w w e p r o v e t h e b a s e c a s e s , i . e . , m = 3. L e t L 2 AMA . T h e n t h e r e i s L 0 2 MA s u c h t h a t f o r e v e r y x
o f l e n g t h n

x 2 L =) Pr
y

[(x; y) 2 L 0] ¸
3
4

; a n d

x =2 L =) Pr
y

[(x; y) 2 L 0] ·
1
4

;

w h e r e jyj · l (n) . W e r e d u c e t h e e r r o r p r o b a b i l i t y t o
1
8 b y i n c r e a s i n g t h e l e n g t h o f y t o kl(n) , w h e r e k i s

s o m e c o n s t a n t . B y t h e a b o v e p r o o f o f MA µ AM , w e k n o w t h a t L 0 2 AM f o r a r a n d o m z o f l e n g t h a t m o s t

cl(n)2
. T h e r e f o r e , t h e r e i s a s e t B 2 P s u c h t h a t

w 2 L 0 =) Pr
z

[9v (w; v; z) 2 B ] ¸
3
4

; a n d

w =2 L 0 =) Pr
z

[9v (w; v; z) 2 B ] ·
1
4

:

A g a i n , w e r e d u c e t h e e r r o r p r o b a b i l i t y t o
1
8 b y i n c r e a s i n g t h e l e n g t h o f z t o k £ cl(n)2

. T h i s i m p l i e s t h e

f o l l o w i n g :

x 2 L =) Pr
y

Pr
z

[9v (x; y; v; z) 2 B ] ¸
3
4

; a n d

x =2 L =) Pr
y

Pr
z

[9v (x; y; v; z) 2 B ] ·
1
4

;
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w h e r e jyj · kl(n) , a n d jzj · kcl(n)2
. T h i s b o u n d w o r k s s i n c e f o r b o t h y a n d z t h e e r r o r p r o b a b i l i t y i s

a t m o s t
1
8 , a n d t h e r e f o r e , w h e n c o n s i d e r e d a s o n e m o v e ( i . e . (y; z) i s A r t h u r ' s r a n d o m b i t s t r i n g ) t h e e r r o r

p r o b a b i l i t y i s a t m o s t
1
8 + 1

8 = 1
4 . T h e r e f o r e , t h e t o t a l n u m b e r o f r a n d o m b i t s r e q u i r e d b y A r t h u r i s a t m o s t

kl(n) + kcl(n)2
.

S i m i l a r l y , l e t L 2 MAM . T h e r e i s L 0 2 AM s u c h t h a t

x 2 L =) 9y (x; y) 2 L 0; a n d

x =2 L =) 8y (x; y) =2 L 0;

w h e r e jyj · l (n) . W e a m p l i f y t h e s u c c e s s p r o b a b i l i t y o f t h e A M p r o t o c o l f o r L 0
t o 1 ¡ 1

2l ( n )+3 ; s o , A r t h u r

r e q u i r e s a t m o s t cl(n)2
r a n d o m b i t s , a n d t h e r e i s a n N P s e t L 00

s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g h o l d s :

x 2 L =) 9y Pr
z

[(x; y; z) 2 L 00] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
; a n d

x =2 L =) 8y Pr
z

[(x; y; z) 2 L 00] ·
1

2l (n)+3
:

H e r e jyj · l (n) a n d jzj · cl(n)2
. A g a i n , w e s w i t c h t h e q u a n t i � e r s a s w e h a v e d o n e b e f o r e f o r t h e p r o o f o f

MA µ AM . T h e c r i t i c a l c o u n t i n g i s t h a t t h e f r a c t i o n o f z f o r w h i c h t h e r e i s s o m e y s u c h t h a t (x; y; z) 2 L 00

i s a t m o s t

P

y2 § · l ( n )

1
2l ( n )+3 · 1

4 . T h e r e f o r e , w e h a v e

x 2 L =) Pr
z

[9y (x; y; z) 2 L 00] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
; a n d

x =2 L =) Pr
z

[9y (x; y; z) 2 L 00] ·
1
4

;

w i t h jzj · cl(n)2
. N o t e t h a t s i n c e L 00 2 NP , t h i s s h o w s t h a t L i s i n A M . T a k e k3 = 2kc; w e h a v e s h o w n

t h a t MAM µ AM (k3l (n)2) a n d AMA µ AM (k3l (n)2) a s w e l l . T h e r e f o r e , o u r b a s e c a s e i s p r o v e d .

N o w , l e t m > 3, a n d L 2 AM [m], i . e . , A r t h u r m o v e s � r s t . T h e n , s i m i l a r t o t h e c a s e o f m = 3, w e h a v e

t h a t t h e r e i s a c o n s t a n t k a n d L 0 2 MA [m ¡ 1] s u c h t h a t

x 2 L =) Pr
y

[(x; y) 2 L 0] ¸
3
4

; a n d

x =2 L =) Pr
y

[(x; y) 2 L 0] ·
1
4

;

w h e r e jyj · l (n) . W e r e d u c e t h e e r r o r p r o b a b i l i t y o f t h i s p r o t o c o l t o
1
8 b y i n c r e a s i n g t h e l e n g t h o f y t o

kl(n) . S i n c e L 0 2 MA [m ¡ 1] µ AM (km¡ 1 £ l(n)m¡ 2) , t h e r e i s a s e t B 2 P s u c h t h a t f o r e v e r y x o f

l e n g t h n

x 2 L =) Pr
y

Pr
z

[9v (x; y; v; z) 2 B ] ¸
3
4

; a n d

x =2 L =) Pr
y

Pr
z

[9v (x; y; v; z) 2 B ] ·
1
4

;

w h e r e jyj · kl (n) a n d jzj · kkm¡ 1l (n)m¡ 2
. N o t e t h a t z i s a l s o i n c r e a s e d k - f o l d s o t h a t t h e e r r o r p r o b a b i l i t y

o f L 0
i s r e d u c e d t o

1
8 . T h e r e f o r e , w e h a v e L 2 AM (kl(n) + kkm¡ 1l (n)m¡ 2) .

O n t h e o t h e r h a n d , l e t u s a s s u m e t h a t M e r l i n m o v e s � r s t . T h e n , t h e r e i s a s e t L 0
i n AM [m ¡ 1], a n d

t h e r e f o r e , i n AM (km¡ 1l (n)m¡ 2) , s u c h t h a t f o r e v e r y s t r i n g x o f l e n g t h n ,

x 2 L =) 9y (x; y) 2 L 0; a n d

x =2 L =) 8y (x; y) =2 L 0;

6



              

w h e r e jyj · l (n) . U s i n g t h e s a m e t e c h n i q u e d e s c r i b e d a b o v e t o s h o w t h a t MA µ AM , w e n e e d t o a m p l i f y

t h e s u c c e s s p r o b a b i l i t y o f t h e A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l f o r L 0
t o 1¡ 1

2l ( n )+3 . T h e r e f o r e , t h e r e i s a s e t L 00 2 NP
a n d s o m e c > 0 s u c h t h a t A r t h u r h a s t o r e p e a t t h e p r o t o c o l cl(n) t i m e s t o o b t a i n t h e f o l l o w i n g :

x 2 L =) 9y Pr
z

[(x; y; z) 2 L 00] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
; a n d

x =2 L =) 8y Pr
z

[(x; y; z) 2 L 00] ·
1

2l (n)+3
;

w h e r e jzj · cl(n) £ km¡ 1l (n)m¡ 2 = km¡ 1cl(n)m¡ 1
. S w i t c h i n g q u a n t i � e r s a s b e f o r e , w e o b t a i n

x 2 L =) Pr
z

[9y (x; y; z) 2 L 00] ¸ 1 ¡
1

2l (n)+3
¸

3
4

; a n d

x =2 L =) Pr
z

[9y (x; y; z) 2 L 00] ·
X

y2 § · l ( n )

1
2l (n)+3

·
1
4

:

N o t e t h a t A r t h u r n o w n e e d s a t m o s t cl(n) £ km¡ 1l (n)m¡ 2 = km¡ 1cl(n)m¡ 1
r a n d o m b i t s . A l s o o b s e r v e

t h a t L 00 2 NP ; t h e r e f o r e , t h e a b o v e e q u a t i o n s d e � n e a n A r t h u r - M e r l i n p r o t o c o l . B y t a k i n g km = kkm¡ 1c,

w e p r o v e t h e i n d u c t i o n s t e p :

AM [m] µ AM (km l (n)m¡ 1);

a n d

MA [m] µ AM (km l (n)m¡ 1):

T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f . 2

C o r o l l a r y 3 . 2 F o r a n y k > 0, t h e r e i s a c > 0 s u c h t h a t

AM [logk n] µ AM (2logc n ):

P r o o f A s s u m e t h a t A r t h u r a n d M e r l i n e x c h a n g e a t m o s t l (n) b i t s d u r i n g e v e r y m o v e o f c o m m u n i c a t i o n .

F r o m T h e o r e m 3 . 1 , w e o b t a i n t h a t t h e r e i s a c o n s t a n t k0
s u c h t h a t AM [logk n] µ AM (k0l (n) logk n¡ 1) .

T a k i n g a n a p p r o p r i a t e c s u c h t h a t 2logc n ¸ k0l (n) logk n¡ 1
, w e o b t a i n t h e r e s u l t .

2

L e m m a 3 . 3 AM (2polylog ) µ NP=2polylog :

P r o o f L e t L 2 AM (2logk n ) . C o n s i d e r a n y i n p u t x o f l e n g t h n . T h e r e i s a c o n s t a n t k a n d a p o l y n o m i a l - t i m e

p r e d i c a t e R s u c h t h a t :

x 2 L =) Pr
y

[9z R(x; y; z)] ¸
3
4

x =2 L =) Pr
y

[9z R(x; y; z)] ·
1
4

w h e r e jyj; jzj · 2logk n
. N o t e t h a t b y r e p e a t i n g t h e a b o v e p r o t o c o l c1n t i m e s f o r s o m e c o n s t a n t c1, w e c a n

r e d u c e t h e p r o b a b i l i t y o f e r r o r t o
1

2n +1 . T h e r e f o r e , f o r e v e r y x 2 f 0; 1gn
, w e g e t

x 2 L =) Pr
y

[9z R(x; y; z)] ¸ 1 ¡
1

2n+1

x =2 L =) Pr
y

[9z R(x; y; z)] ·
1

2n+1

7



            

w h e r e jyj · c1n £ 2logk n = 2logk n+ log c1+ log n · 2logc n
f o r s o m e a p p r o p r i a t e c > k . T h e r e a r e a t m o s t 2n

m a n y s t r i n g s o f l e n g t h n , a n d f o r e v e r y y t h e e r r o r p r o b a b i l i t y i s a t m o s t
1

2n +1 . T h e r e f o r e a n y r a n d o m y w i l l

b e c o r r e c t o n e v e r y i n p u t s t r i n g w i t h p r o b a b i l i t y a t l e a s t 1 ¡ (2n £ 1
2n +1 ) > 0. H e n c e t h e r e m u s t b e s o m e

ŷ; jŷj · 2logc n
s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g h o l d s f o r e v e r y x o f l e n g t h n :

x 2 L =) 9z R(x; ŷ; z)

x =2 L =) 8z : R(x; ŷ; z)

T h i s s h o w s t h a t L 2 NP=2logc n : 2

C o r o l l a r y 3 . 4 F o r a n y c o n s t a n t k > 0, t h e r e i s a c o n s t a n t c > 0 s u c h t h a t

c o N P µ AM [logk n] =) c o N P µ NP=2logc n :

P r o o f T h i s f o l l o w s d i r e c t l y f r o m C o r o l l a r y 3 . 2 a n d L e m m a 3 . 3 . 2

4 Q u a s i p o l y n o m i a l a d v i c e f o r N P

I n t h i s s e c t i o n , w e s t u d y t h e c o n s e q u e n c e s o f t h e e x i s t e n c e o f q u a s i p o l y n o m i a l l e n g t h ( i . e . , 2polylog
- l e n g t h )

a d v i c e f o r N P . T h i s q u e s t i o n w a s � r s t s t u d i e d b y B u h r m a n a n d H o m e r [ B H 9 2 ] . T h e y s h o w e d t h a t i f N P h a s

2polylog
- s i z e f a m i l y o f c i r c u i t s , t h e n t h e e x p o n e n t i a l h i e r a r c h y c o l l a p s e s t o t h e s e c o n d l e v e l ( i . e . NEXP NP =

coNEXP NP
) . I n T h e o r e m 4 . 4 , w e i m p r o v e t h i s c o l l a p s e t o SEXP

2 . I n T h e o r e m 4 . 1 w e o b t a i n a n e x p o n e n t i a l

v e r s i o n o f Y a p ' s t h e o r e m [ Y a p 8 3 ] . W e p r o v e t h a t i f N P i s c o n t a i n e d i n c o N P =2polylog
, t h e n t h e e x p o n e n t i a l

h i e r a r c h y c o l l a p s e s t o Sexp
2 ± PNP

. W e u s e t h i s t h e o r e m t o o b t a i n t h e m a i n r e s u l t o f t h i s p a p e r , w h i c h i s

T h e o r e m 4 . 2 .

W e n o t e t h a t C a i e t a l . [ C C H O 0 3 ] i m p r o v e d Y a p ' s t h e o r e m . T h e y u s e s e l f - r e d u c i b i l i t y o f a l a n g u a g e

i n NPA
( f o r a n y s e t A ) t o s h o w t h a t NP µ c o N P =poly =) PH = S2 ± PNP

. T h e o r e m 4 . 1 i s s o m e w h a t

s i m i l a r i n f o r m t o t h e r e s u l t o f C a i e t a l . H o w e v e r , w e u s e a c o m p l e t e l y d i f f e r e n t t e c h n i q u e f r o m t h e i r s .

F u r t h e r m o r e , i n T h e o r e m 4 . 5 b e l o w , w e w i l l u s e o u r t e c h n i q u e t o g i v e a n i n d e p e n d e n t ( a n d h o p e f u l l y e a s i e r )

p r o o f o f t h e i r r e s u l t .

T h e o r e m 4 . 1 NP µ c o N P =2polylog =) NEXP § P
2 = coNEXP § P

2 = Sexp
2 ±PNP

.

P r o o f S i n c e Sexp
2 ± PNP

i s c l o s e d u n d e r c o m p l e m e n t , i t s u f � c e s t o s h o w u n d e r t h e h y p o t h e s i s t h a t

NEXP § P
2 = Sexp

2 ±PNP
. L e t L 2 NEXP § P

2 v i a s o m e e x p o n e n t i a l - t i m e n o n d e t e r m i n i s t i c o r a c l e m a c h i n e N
t h a t h a s s o m e § p

2 l a n g u a g e A a s a n o r a c l e . F o r a n y i n p u t x 2 f 0; 1gn
, M r u n s i n 2nk

t i m e . T h e r e f o r e , a n y

q u e r y t h a t N m a k e s t o A i s a l s o o f l e n g t h 2nk
, a n d t h e n u m b e r o f q u e r i e s i s a l s o b o u n d e d b y 2nk

.

T h e y e s - p r o o f c o n s i s t s o f a n a c c e p t i n g c o m p u t a t i o n P o f N o n x , w i t h q u e r i e s a n d t h e i r a n s w e r s . N o t e

t h a t f o r a n y q u e r y q, q 2 A , 9yq Áq;yq =2 SAT . W h e n jqj = 2nk
, l e t jÁq;yq j b e d e n o t e d b y m ( s o m e

e x p o n e n t i a l i n n) . B y o u r a s s u m p t i o n , SAT i s i n coNP=2polylog
; l e t u s a s s u m e t h a t t h e a d v i c e f o r s t r i n g s

o f l e n g t h m i s w, w h e r e jwj = 2polylog (m) = 2nc
f o r s o m e c o n s t a n t c, a n d l e t B 2 coNP b e t h e w i t n e s s

l a n g u a g e .

F o r e v e r y q u e r y q t h a t i s a n s w e r e d “ Y e s ” o n t h e p a t h P , t h e y e s - p r o v e r a l s o p r o v i d e s y a n d Áq;yq . N o t e

t h a t t h e t o t a l l e n g t h o f t h e y e s - p r o o f i s b o u n d e d b y s o m e e x p o n e n t i a l i n n . A l s o , s i n c e t h e v e r i � e r i s a PNP

m a c h i n e , i t c a n � n d o u t ( m a k i n g o n e o r a c l e q u e r y ) w h e t h e r Áq;yq 2 SAT . O b v i o u s l y , i f s o m e Áq;yq p r o v i d e d
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w i t h a n “ Y e s ” q u e r y i s s a t i s � a b l e , t h e v e r i � e r r e j e c t s x . I n t h e f o l l o w i n g , t h e r e f o r e , w e s h o w h o w t h e v e r i � e r

c a n v e r i f y w h e t h e r “ N o ” q u e r i e s a r e a n s w e r e d c o r r e c t l y o n t h e p a t h P .

T h e n o - p r o o f c o n s i s t s o f t h e a d v i c e w f o r s t r i n g s i n SAT o f l e n g t h m . N o t e t h a t t h e r e i s a s e t C 2 c o N P

s u c h t h a t f o r a n y q u e r y q,

q =2 A , 8yq Áq;yq 2 SAT

, 8yq (Áq;yq ; w) 2 B

, (q; w) 2 C

w h e r e C = f (q; w)
¯
¯ 8yq (Áq;yq ; w) 2 B g. T h e r e f o r e , i f q =2 A , a n d w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g , t h e

v e r i � e r c a n m a k e a q u e r y t o t h e N P o r a c l e a n d d e t e r m i n e w h e t h e r (q; w) 2 C . I f t h i s h a p p e n s f o r e v e r y

q u e r y q a n s w e r e d “ N o ” o n P w h e r e w i s s u p p l i e d b y t h e n o - p r o v e r , t h e v e r i � e r a c c e p t s x . T h i s d o e s n o t

a u t o m a t i c a l l y i m p l y t h a t w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g ; h o w e v e r , b y t h e d e � n i t i o n o f t h e Sexp
2 o p e r a t o r , w e

c a n a l w a y s a s s u m e t h a t o n e o f t h e p r o v e r s i s c o r r e c t , a n d t h e r e f o r e , w h e n t h e y a g r e e ( i n t h i s c a s e , t h a t x 2 L )

t h e c o n s e n s u s d e c i s i o n m u s t b e c o r r e c t .

O t h e r w i s e , t h e r e m u s t b e s o m e q s u c h t h a t (q; w) =2 C . T h i s m a y r e s u l t f r o m t h e f a c t t h a t t h e q u e r y i s

a n s w e r e d i n c o r r e c t l y o n P , o r i t m a y h a p p e n t h a t t h e a d v i c e s t r i n g i s w r o n g . ( A s o u t l i n e d b e f o r e , t h e c a s e

w h e n b o t h t h e p r o o f s a r e w r o n g n e e d n o t b e c o n s i d e r e d . ) I n t h i s c a s e , b y m a k i n g p r e � x s e a r c h u s i n g t h e N P

o r a c l e , t h e v e r i � e r c a n c o n s t r u c t yq a n d f r o m t h a t , i t c a n o b t a i n Áq;yq . T h e v e r i � e r a c c e p t s x i f a n d o n l y i f i t s

N P o r a c l e s a y s t h a t Áq;yq 2 SAT .

I f q =2 A , i t m u s t h o l d t h a t f o r e v e r y yq, Áq;yq 2 SAT . T h e r e f o r e , i n p a r t i c u l a r , f o r t h e yq t h a t i s o b t a i n e d

b y t h e p r e � x s e a r c h , Áq;yq 2 SAT a s w e l l . O n t h e o t h e r h a n d , i f w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g , a n d q 2 A ,

t h e n t h e p r e � x s e a r c h w i l l p r o d u c e t h e c o r r e c t yq f o r w h i c h Áq;yq =2 SAT ; t h e r e f o r e , t h e y e s - p r o v e r i s l y i n g ,

a n d x =2 L . T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f . 2

N o w w e p r o v e o u r m a i n t h e o r e m .

T h e o r e m 4 . 2 F o r e v e r y c o n s t a n t k , i f c o N P µ AM [logk n], t h e n NEXP § P
2 = coNEXP § P

2 = Sexp
2 ±PNP

.

P r o o f I f e v e r y l a n g u a g e i n c o N P h a s a n A r t h u r - M e r l i n p r o o f s y s t e m w i t h logk n m o v e s f o r a n y k > 0, t h e n

b y C o r o l l a r y 3 . 4 , w e o b t a i n t h a t c o N P µ NP=2logc n
f o r s o m e c o n s t a n t c > 0. T h i s i s e q u i v a l e n t t o s a y i n g

t h a t NP µ c o N P =2logc n
. F r o m T h e o r e m 4 . 1 , w e g e t t h e c o n s e q u e n c e t h a t NEXP § P

2 = coNEXP § P
2 =

Sexp
2 ±PNP

. T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f . 2

W e c a n p r o v e a v e r s i o n o f T h e o r e m 4 . 2 f o r (logn) log log n
- r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f f o r SAT . L e t NEEXP b e

t h e s e t o f l a n g u a g e s t h a t c a n b e d e c i d e d b y a n o n d e t e r m i n i s t i c T u r i n g m a c h i n e t h a t t a k e s a t m o s t 22n k

t i m e

o n a n i n p u t o f l e n g t h n , a n d l e t coNEEXP = f L
¯
¯ L 2 NEEXP g.

T h e o r e m 4 . 3 I f SAT 2 AM [(logn) log log n ], t h e n NEEXP § P
2 = coNEEXP § P

2 .

P r o o f T h e p r o o f i s s i m i l a r t o t h e p r o o f o f T h e o r e m 4 . 2 . W e � r s t o b s e r v e t h a t SAT 2 AM [(logn) log log n ]
i m p l i e s t h a t SAT 2 NP=2(log n)O ( log log n )

. A s a c o n s e q u e n c e , w e o b t a i n NEEXP § P
2 = coNEEXP § P

2 . T h e

c r u c i a l p o i n t t o n o t e i s t h a t i f m = 22n k

, t h e n 2(log m)O ( log log m )
= 22n c

f o r s o m e c > k . 2

I n t h e f o l l o w i n g t h e o r e m , w e i m p r o v e t h e r e s u l t o f B u h r m a n a n d H o m e r [ B H 9 2 , T h e o r e m 1 ] , w h o s h o w e d

u n d e r t h e s a m e h y p o t h e s i s t h a t NEXP NP = coNEXP NP
.

T h e o r e m 4 . 4 I f NP h a s 2polylog
- s i z e f a m i l y o f c i r c u i t s , t h e n NEXP NP = coNEXP NP = SEXP

2 .
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P r o o f S i n c e SEXP
2 µ NEXP NP \ coNEXP NP

( P r o p o s i t i o n 2 . 3 ) , i t s u f � c e s t o s h o w t h a t NEXP NP = SEXP
2 .

L e t L 2 NEXP NP
b e a c c e p t e d b y a n o n d e t e r m i n i s t i c m a c h i n e N w i t h S A T a s a n o r a c l e . T h e r e i s s o m e

k > 0 s u c h t h a t N r u n s i n t i m e 2nk
o n a n y i n p u t o f l e n g t h n . T h e r e f o r e , t h e f o r m u l a s q u e r i e d b y N o n a n y

i n p u t o f l e n g t h n a r e o f s i z e m · 2nk
, a n d t h e r e f o r e , h a v e c i r c u i t s i z e 2polylog (m) = 2nc

f o r s o m e c.

O n a n i n p u t x; jxj = n , t h e y e s - p r o o f c o n s i s t s o f t h e f o l l o w i n g :

² A c c e p t i n g p a t h P o f N o n x , i n c l u d i n g t h e q u e r i e s m a d e o n t h a t p a t h a n d t h e i r a n s w e r s

² O n e s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t f o r e v e r y q u e r y Á t h a t i s a n s w e r e d “ y e s ”

T h e v e r i � e r c a n v e r i f y w h e t h e r t h e a s s i g n m e n t s p r o v i d e d w i t h e a c h q u e r y t h a t i s a n s w e r e d “ y e s ” i s s a t i s f y -

i n g , a n d w i l l r e j e c t x i f a n y o f t h e m i s n o t s a t i s f y i n g . T h e r e f o r e , i n t h e f o l l o w i n g , w e c o n s i d e r t h e q u e r i e s

t h a t a r e a n s w e r e d “ n o ” o n P .

W e c a n a s s u m e t h a t a n y c i r c u i t f o r S A T o u t p u t s n o t o n l y 1 o r 0 i n d i c a t i n g w h e t h e r t h e i n p u t f o r m u l a i s

s a t i s � a b l e o r n o t , b u t a l s o o u t p u t s a s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t w h e n i t c l a i m s t h a t t h e i n p u t f o r m u l a i s s a t i s � a b l e .

T h i s c a n b e d o n e b y a p o l y n o m i a l b l o w - u p i n t h e s i z e o f t h e c i r c u i t , a n d t h e r e f o r e , t h e c i r c u i t s t i l l r e m a i n s

o f t h e s i z e 2polylog
. T h e n o - p r o o f i s s u c h a c i r c u i t C f o r S A T a t l e n g t h m .

G i v e n C , t h e v e r i � e r i n p u t s e a c h q u e r y Á t h a t i s a n s w e r e d “ n o ” o n P . I f C o u t p u t s 0 o n a l l t h e s e

f o r m u l a s , i n d i c a t i n g t h a t t h e y a r e u n s a t i s � a b l e , t h e n t h e v e r i � e r a c c e p t s x . O n t h e o t h e r h a n d , i f C o u t p u t s

a s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t f o r s o m e Á t h a t i s a n s w e r e d “ n o ” o n P , t h e n t h e v e r i � e r r e j e c t s x .

I f x 2 L , t h e n t h e r e m u s t b e a n a c c e p t i n g p a t h o f N o n x , a n d t h e y e s - p r o v e r c a n p r o v i d e t h i s p a t h w i t h

t h e q u e r i e s a n d t h e i r c o r r e c t a n s w e r s . N o c i r c u i t ( c o r r e c t o r o t h e r w i s e ) c a n o u t p u t a s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t

o n a n y f o r m u l a t h a t i s a n s w e r e d “ n o ” c o r r e c t l y o n t h i s p a t h . O n t h e o t h e r h a n d , i f x =2 L , t h e p a t h p r o v i d e d

b y t h e y e s - p r o v e r m u s t b e w r o n g . T h e r e a r e t w o p o s s i b l e s c e n a r i o s i n t h i s c a s e . F i r s t , s o m e q u e r y t h a t i s

a n s w e r e d “ y e s ” o n t h i s p a t h i s u n s a t i s � a b l e a n d i s n o t s a t i s � e d b y t h e a s s i g n m e n t t h a t i s p r o v i d e d b y t h e y e s -

p r o v e r , i n w h i c h c a s e t h e v e r i � e r r e j e c t s x . O t h e r w i s e , s o m e f o r m u l a t h a t i s a n s w e r e d “ n o ” i s u n s a t i s � a b l e ,

a n d a c o r r e c t c i r c u i t f o r S A T ( p r o v i d e d b y t h e n o - p r o v e r ) c a n o u t p u t a s a t i s f y i n g a s s i g n m e n t f o r t h a t f o r m u l a .

I n t h i s c a s e , t h e v e r i � e r r e j e c t s x a s w e l l . T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f . 2

N o w w e i m p r o v e Y a p ' s t h e o r e m .

T h e o r e m 4 . 5 I f NP µ c o N P =poly , t h e n PH = S2 ±PNP
.

P r o o f S i n c e S2 ± PNP
i s c l o s e d u n d e r c o m p l e m e n t , i t s u f � c e s t o s h o w u n d e r t h e h y p o t h e s i s t h a t NP§ P

2 =
S2 ± PNP

. L e t L 2 NP§ P
2 v i a s o m e p o l y n o m i a l - t i m e n o n d e t e r m i n i s t i c o r a c l e m a c h i n e N t h a t h a s s o m e § p

2
l a n g u a g e A a s a n o r a c l e . F o r a n y i n p u t x 2 f 0; 1gn

, M r u n s i n nk
t i m e . T h e r e f o r e , a n y q u e r y t h a t N m a k e s

t o A i s a l s o o f l e n g t h nk
, a n d t h e n u m b e r o f q u e r i e s i s a l s o b o u n d e d b y nk

.

T h e y e s - p r o o f c o n s i s t s o f a n a c c e p t i n g c o m p u t a t i o n P o f N o n x , w i t h q u e r i e s a n d t h e i r a n s w e r s . N o t e

t h a t f o r a n y q u e r y q, q 2 A , 9yq Áq;yq =2 SAT . W h e n jqj = nk
, l e t jÁq;yq j b e d e n o t e d b y m ( s o m e

p o l y n o m i a l i n n) . B y o u r a s s u m p t i o n , SAT i s i n c o N P =poly ; l e t u s a s s u m e t h a t t h e a d v i c e f o r s t r i n g s o f

l e n g t h m i s w, w h e r e jwj = nc
f o r s o m e c o n s t a n t c, a n d l e t B 2 coNP b e t h e w i t n e s s l a n g u a g e .

F o r e v e r y q u e r y q t h a t i s a n s w e r e d “ Y e s ” o n t h e p a t h P , t h e y e s - p r o v e r a l s o p r o v i d e s y a n d Áq;yq .

A l s o , s i n c e t h e v e r i � e r i s a PNP
m a c h i n e , i t c a n � n d o u t ( m a k i n g o n e o r a c l e q u e r y ) w h e t h e r Áq;yq 2 SAT .

O b v i o u s l y , i f s o m e Áq;yq p r o v i d e d w i t h a n “ Y e s ” q u e r y i s s a t i s � a b l e , t h e v e r i � e r r e j e c t s x . I n t h e f o l l o w i n g ,

t h e r e f o r e , w e s h o w h o w t h e v e r i � e r c a n v e r i f y w h e t h e r “ N o ” q u e r i e s a r e a n s w e r e d c o r r e c t l y o n t h e p a t h P .

T h e n o - p r o o f c o n s i s t s o f t h e a d v i c e w f o r s t r i n g s i n SAT o f l e n g t h m . N o t e t h a t t h e r e i s a s e t C 2 c o N P

s u c h t h a t f o r a n y q u e r y q,

q =2 A , 8yq Áq;yq 2 SAT

, 8yq (Áq;yq ; w) 2 B

, (q; w) 2 C

1 0



              

w h e r e C = f (q; w)
¯
¯ 8yq (Áq;yq ; w) 2 B g. T h e r e f o r e , i f q =2 A , a n d w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g , t h e

v e r i � e r c a n m a k e a q u e r y t o t h e N P o r a c l e a n d d e t e r m i n e w h e t h e r (q; w) 2 C . I f t h i s h a p p e n s f o r e v e r y

q u e r y q a n s w e r e d “ N o ” o n P w h e r e w i s s u p p l i e d b y t h e n o - p r o v e r , t h e v e r i � e r a c c e p t s x . T h i s d o e s n o t

a u t o m a t i c a l l y i m p l y t h a t w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g ; h o w e v e r , b y t h e d e � n i t i o n o f t h e S2 o p e r a t o r , w e c a n

a l w a y s a s s u m e t h a t o n e o f t h e p r o v e r s i s c o r r e c t , a n d t h e r e f o r e , w h e n t h e y a g r e e ( i n t h i s c a s e , t h a t x 2 L )

t h e c o n s e n s u s d e c i s i o n m u s t b e c o r r e c t .

O t h e r w i s e , t h e r e m u s t b e s o m e q s u c h t h a t (q; w) =2 C . T h i s m a y r e s u l t f r o m t h e f a c t t h a t t h e q u e r y i s

a n s w e r e d i n c o r r e c t l y o n P , o r i t m a y h a p p e n t h a t t h e a d v i c e s t r i n g i s w r o n g . ( A s o u t l i n e d b e f o r e , t h e c a s e

w h e n b o t h t h e p r o o f s a r e w r o n g n e e d n o t b e c o n s i d e r e d . ) I n t h i s c a s e , b y m a k i n g p r e � x s e a r c h u s i n g t h e N P

o r a c l e , t h e v e r i � e r c a n c o n s t r u c t yq a n d f r o m t h a t , i t c a n o b t a i n Áq;yq . T h e v e r i � e r a c c e p t s x i f a n d o n l y i f i t s

N P o r a c l e s a y s t h a t Áq;yq 2 SAT .

I f q =2 A , i t m u s t h o l d t h a t f o r e v e r y yq, Áq;yq 2 SAT . T h e r e f o r e , i n p a r t i c u l a r , f o r t h e yq t h a t i s o b t a i n e d

b y t h e p r e � x s e a r c h , Áq;yq 2 SAT a s w e l l . O n t h e o t h e r h a n d , i f w i s t h e c o r r e c t a d v i c e s t r i n g , a n d q 2 A ,

t h e n t h e p r e � x s e a r c h w i l l p r o d u c e t h e c o r r e c t yq f o r w h i c h Áq;yq =2 SAT ; t h e r e f o r e , t h e y e s - p r o v e r i s l y i n g ,

a n d x =2 L . 2

4 . 1 I n t e r a c t i v e P r o o f S y s t e m s

L e t IP[g(n)] d e n o t e a n i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m w i t h g(n) r o u n d s i n t h e G o l d w a s s e r , M i c a l i a n d R a c k o f f

[ G M R 8 5 ] f o r m a l i z a t i o n . G o l d w a s s e r a n d S i p s e r [ G S 8 9 ] p r o v e d t h a t IP[g(n)] µ AM [2g(n) + 4] a s l o n g

a s g(n) i s b o u n d e d b y a p o l y n o m i a l . T h u s , i f L 2 IP[logk n], t h e n L 2 AM [logk+1 n]. S o t h e f o l l o w i n g

c o r o l l a r y f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m T h e o r e m 4 . 2 .

C o r o l l a r y 4 . 6 I f e v e r y s e t i n c o N P h a s a p o l y l o g a r i t h m i c - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m , t h e n NEXP § P
2 =

coNEXP § P
2 = Sexp

2 ±PNP
.

5 C o n c l u s i o n s

W e h a v e s h o w n t h a t i f c o N P h a s p o l y l o g a r i t h m i c - r o u n d i n t e r a c t i v e p r o o f s t h e n t h e e x p o n e n t i a l h i e r a r c h y

c o l l a p s e s t o t h e t h i r d l e v e l . S i m i l a r l y , t h e d o u b l e e x p o n e n t i a l h i e r a r c h y c o l l a p s e s i f SAT h a s a (logn) log log n
-

r o u n d i n t e r a c t i v e p r o t o c o l . A n o b v i o u s e x t e n s i o n w o u l d b e t o o b t a i n c o n s e q u e n c e s o f SAT h a v i n g n²
- r o u n d

i n t e r a c t i v e p r o o f s y s t e m s f o r s o m e ² < 1.

O n e l o n g s t a n d i n g o p e n p r o b l e m i n t h i s a r e a i s t o s h o w t h a t i f S A T h a s p o l y n o m i a l - s i z e d c i r c u i t s , t h e n

P H c o l l a p s e s t o A M . S i n c e c o N P µ AM i m p l i e s t h a t P H c o l l a p s e s t o A M , i t s u f � c e s t o s h o w u n d e r t h i s

h y p o t h e s i s t h a t c o N P i s i n c l u d e d i n A M . M o r e o v e r , A r v i n d e t a l . [ A K S S 9 5 ] h a v e s h o w n t h a t i f S A T h a s a

p o l y n o m i a l - s i z e f a m i l y o f c i r c u i t s , t h e n MA = AM . S i n c e MA µ SP
2 , t h i s w o u l d i m p r o v e t h e b e s t - k n o w n

v e r s i o n o f K a r p - L i p t o n t h e o r e m [ K L 8 0 ] ( b y S e n g u p t a , r e p o r t e d i n C a i [ C a i 0 1 ] ) .

I t i s n o t k n o w n w h e t h e r A M i s p r o p e r l y i n c l u d e d i n AM [polylog], b u t A i e l l o , G o l d w a s s e r a n d H 	a s t a d

[ A G H 9 0 ] h a v e s h o w n t h a t A M i s p r o p e r l y i n c l u d e d i n A M [ polylog] i n a r e l a t i v i z e d w o r l d .

6 A c k n o w l e d g e m e n t s

T h e a u t h o r s t h a n k D . S i v a k u m a r f o r s u g g e s t i n g t h e q u e s t i o n t h a t w e a d d r e s s i n t h i s p a p e r .
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